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Расчет установившегося режима электроэнергетической системы  
с использованием методов Ньютона первого и второго порядков   
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Предлагается новый метод расчета установившегося режима электроэнергетической системы с 

использованием матриц Гессе и Якоби.  
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New method of calculation of being fixed mode is offered with electropower system with use of matrixes 
of Hesse and Jacobi. Iterative process converges for three – four iteration. 
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В настоящее время для решения задачи расче-

та установившегося режима электроэнергетической 
системы (ЭЭС) широко используется У-Z форма за-
дания состояния сети [1–6]. При этом большое прак-
тическое значение приобретает случай, когда незави-
симые станционные узлы могут быть одновременно 
типов Р-Q и Р-U. Для построения соответствующей 
математической модели применяется следующая 
система индексов: m(n) = 0, 1, 2,..., С1, где С1 – число 
станционных узлов типа Р-Q (станционный узел с ну-
левым индексом, который называется зависимым уз-
лом, выбирается в качестве базисного (балансирую-
щего)); k(l) = С1 + 1, С1 + 2,..., С1 + С2, где С2 – число 
станционных узлов типа Р-U; i(j) = С + 1,С + 2,...,С + Н, 
где Н – число нагрузочных узлов типа Р-Q, причем  
С = С1 + С2. Общее число независимых узлов – М. 

Представляя У-Z расчетную матрицу на осно-
вании принятых выше индексов в развернутой 
форме, можно установить следующие уравнения 
для активных и реактивных мощностей независи-
мых узлов: 

( )

( )

( ) ( )

1

1

,
1

,

, ,
1

cos

sin

cos sin ,

C

m Бm m m n Um Un
n

m n Um Un n

C

m m l Um Ul m l Um Ul l
l C

P P U g

b U

U g b U

=

= +

= + Ψ − Ψ +

+ Ψ − Ψ +

 + Ψ − Ψ + Ψ − Ψ 

∑

∑
      (1) 

( )

( )

( ) ( )

1

1

,
1

,

, ,
1

sin

cos

sin cos ,

C

m Бm m m n Um Un
n

m n Um Un n

C

m m l Um Ul m l Um Ul l
l C

Q Q U g

b U

U g b U

=

= +

= + Ψ − Ψ −

− Ψ − Ψ +

 + Ψ − Ψ − Ψ − Ψ 

∑

∑
            (2) 

( )

( )

( ) ( )

1

1

,
1

,

, ,
1

cos

sin

cos sin ,

c

k Бk k k n Uk Un
n

k n Uk Un n

c

k k l Uk Ul k l Uk Ul l
l c

P P U g

b U

U g b U

=

= +

= + Ψ − Ψ +

+ Ψ − Ψ +

 + Ψ − Ψ + Ψ − Ψ 

∑

∑
            (3) 

( )

( )

( ) ( )

1

1

,
1

,

, ,
1

sin

cos

sin cos ,

c

k Бk k k n Uk Un
n

k n Uk Un n

c

k k l Uk Ul k l Uk Ul l
l c

Q Q U g

b U

U g b U

=

= +

= + Ψ − Ψ −

− Ψ − Ψ +

 + Ψ − Ψ − Ψ − Ψ 

∑

∑
            (4) 

( ) ( ), ,
1

,
M

i Бi i j i j i j i j i j i j
j c

P P R I I I I R I I I I
= +

 ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′ ′ ′′= + + + − ∑   (5) 

( ) ( ), ,
1

.
M

i Бi i j i j i j i j i j i j
j c

Q Q X I I I I R I I I I
= +

 ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′ ′ ′′= + + − − ∑   (6) 

 
 



 «Вестник ИГЭУ»    Вып. 4    2009 г. 

 
 ГОУВПО «Ивановский государственный энергетический университет имени В.И. Ленина» 

2 

В выражениях (1)–(6): 
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Представим уравнения активных и реактив-
ных мощностей в виде неявновыраженных функ-
ций: 
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Поскольку при известных аргументах 

комплексных напряжений станционных уз-
лов типа P-U можно установить численные 
значения реактивных мощностей, то из сис-
темы уравнений (14) можно исключить вто-
рую систему, и тогда вышеприведенные не-
явновыраженные расчетные функции окон-
чательно принимают следующий вид: 
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Порядок систем нелинейных функций 
(16) характеризуется числом независимых 
станционных узлов, а порядок системы (17) 
– числом нагрузочных узлов. 

С другой стороны, решения систем 
нелинейных функций (16) характеризуются 
медленной сходимостью, тогда как решения 
системы (17) – быстрой сходимостью. 

В силу этого, системы нелинейных 
функций (16) предлагается решить быстро-
действующим методом второго порядка, а 
системы (17) – методом первого порядка. 

Сначала рассмотрим решение систем 
(16) методом второго порядка или методом 
минимизации. 

Согласно теории решения систем не-
линейных функций методом минимизации, 
необходимо построить соответствующую 
квадратичную функцию, которая в данном 
случае представляется в виде 
( ) ( )2 2 2, , .m um uk pm qm pk

C
F U Ψ Ψ = Φ + Φ + Φ∑     (18) 
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Введем следующее обозначение: 
( ), , .m um ukUω = Ψ Ψ     (19) 

Тогда выражение (18) принимает вид 
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C
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Разлагая в ряд Тейлора функцию (20), полу-
чим 
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где ( )bF ω  – члены ряда Тейлора, имеющие произ-
водные выше второго порядка; Т – знак транспони-
рования. 

Пренебрегая ( )bF ω , выражение  (21) прини-
мает вид 
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Теперь необходимо найти такое приращение 
∆ω  вектора ω , который минимизирует функцию 
(22). 

Для этого необходимо функцию (22) взять в 
производную по ∆ω , т.е. 
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Поскольку  
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то выражение (24) принимает более упрощенный 
вид:  
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Рассматривая производные по отдельным 
элементам, получаем  
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Введем также следующее обозначе-
ние:  
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H
 ∂ ω

 = ω   ∂ω  
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которое называется матрицей Гессе, эле-
менты которой состоят из частных произ-
водных второго порядка от заданной функ-
ции. Матрица Гессе является квадратной и 
особенной, в силу чего имеет обратную ей 
матрицу. 

С другой стороны, 
( ) ( )F

G
 ∂ ω

 = ω   ∂ω 
    (30) 

и является столбцевой матрицей градиента 
от заданной нелинейной функции. 

В результате выражение (28) прини-
мает следующий вид: 

( ) ( )0 0
1 .H G−

ω ω
   ∆ω = − ω × ω       (31) 

Выражение (31) изображает прираще-
ние вектора ω  и является его корректирую-
щим элементом. 

Новый вектор можно определить на 
основании следующего выражения:  
[ ] [ ] [ ]1 0 .ω = ω + ∆ω     (32) 

Для производного N-го шага или ите-
рации выражение (32) представляется как 
рекуррентное выражение в виде 
[ ] [ ] [ ]1N N N+ω = ω + ∆ω     (33) 
или в регулярной форме 

[ ] [ ] ( ) ( )11 ,N N H G−+    ω = ω − ω × ω      (34) 
где N – номер итерации или шага. 

Поскольку вектор ω  состоит из трех 
компонентов: ,m umU Ψ и ukΨ , то рекуррент-
ное выражение (34) в развернутой форме 
представляется следующим образом: 
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      (35) 
Теперь рассмотрим решение системы вектор-

ных уравнений (17). Введем следующие обозначе-
ния: 
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где ( ), .j jI I I′ ′′=      (37) 
Разлагая (36) в ряд Тейлора, можем написать 
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где  ( )BF I  – члены ряда Тейлора, имеющие произ-
водные выше первого порядка. 

Пренебрегая ( )BF I , выражение(38) принима-
ет следующий вид:  
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Здесь первый множитель слева является не-
особенной квадратной матрицей Якоби, которая 
имеет обратную ей матрицу. Поскольку в точке ре-
шения Ф(I) равно нулю, то после обращения матри-
цы Якоби выражение (40) будет принимать сле-
дующий вид: 
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Новый вектор тока [ ]1I  можно опреде-
лить с учетом поправки (41): 
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Для произвольного N-го шага или ите-
рации выражение (42) также представляется 
как рекуррентное выражение следующего 
вида: 
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Здесь также вектор I состоит из двух 
компонентов I′ и I′′ , в результате чего рекур-
рентное выражение (43) в развернутой 
форме можно представить как 
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Теперь необходимо установить выра-
жения частных производных, входящих как в 
рекуррентное выражение (35), так и в рекур-
рентное выражение (44). 

Частные производные первого поряд-
ка, входящие в рекуррентное выражение 
(35), определяются следующим образом: 

2 ;pn qn pk
pn qn pk

m m m mC

F
U U U U

∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂
= Φ + Φ + Φ 

∂ ∂ ∂ ∂ 
∑

     (45) 

2 ;pn qn pk
pn qn pk

Um Um Um UmC

F ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂
= Φ + Φ + Φ 

∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ 
∑

      (46) 

2 .pn qn pk
pn qn pk

Uk Uk Uk UkC

F ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂
= Φ + Φ + Φ 

∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ 
∑

     (47) 
Частные производные второго порядка 

определяются на основании (45)–(46) и имеют 
следующий вид: 

2 2 22

2

2 2 2

2 2 2

2

;

pn qn pk

m m mm C

pn qn pk
pn qn pk

m m m

F
U U UU

U U U

 ∂Φ ∂Φ ∂Φ     ∂ = + + +     
∂ ∂ ∂∂      

∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ
+Φ + Φ + Φ

∂ ∂ ∂ 

∑
  

(48) 
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2 2 22

2

2 2 2

2 2 2

2

;

pn qn pk

Um Um UmUm C

pn qn pk
pn qn pk

Um Um Um

F  ∂Φ ∂Φ ∂Φ     ∂ = + + +     
∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ∂Ψ      

∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ
+Φ + Φ + Φ

∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ 

∑
  

     (49) 
2 2 22

2

2 2 2

2 2 2

2

;

pn qn pk

Uk Uk UkUk C

pn qn pk
pn qn pk

Uk Uk Uk

F  ∂Φ ∂Φ ∂Φ     ∂ = + + +     
∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ∂Ψ      

∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ
+Φ + Φ + Φ

∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ 

∑
 

     (50) 
2

2 2

2

2

;

pn pn qn qn

m n n m n mC

pk pk pn qn
pn qn

n m m n m n

pk
pk

m n

F
U U U U U U

U U U U U U

U U

∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ∂
= ⋅ + ⋅ +∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂Φ ∂Φ ∂ Φ ∂ Φ
+ ⋅ + Φ + Φ +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ Φ
+Φ

∂ ∂ 

∑

 

     (51) 
2

2 2

2

2

;

pn pn qn qn

m Un Un m Un mC

pk pk pn qn
pn qn

Un m m Un m Un

pk
pk

m Un

F
U U U

U U U

U

∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ∂
= ⋅ + ⋅ +∂ ∂Ψ ∂Ψ ∂ ∂Ψ ∂

∂Φ ∂Φ ∂ Φ ∂ Φ
+ ⋅ + Φ + Φ +
∂Ψ ∂ ∂ ∂Ψ ∂ ∂Ψ

∂ Φ
+Φ

∂ ∂Ψ 

∑

 

     (52) 
2

2 2

2

2

;

pn pn qn qn

m Ul Ul m Ul mC

pk pk pn qn
pn qn

Ul m m Ul m Ul

pk
pk

m Ul

F
U U U

U U U

U

∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ∂
= ⋅ + ⋅ +∂ ∂Ψ ∂Ψ ∂ ∂Ψ ∂

∂Φ ∂Φ ∂ Φ ∂ Φ
+ ⋅ + Φ + Φ +
∂Ψ ∂ ∂ ∂Ψ ∂ ∂Ψ

∂ Φ
+Φ

∂ ∂Ψ 

∑

 

     (53) 

2

2 2

2

2

;

pn pn qn qn

Um n n Um n UmC

pk pk pn qn
pn qn

n Um Um n Um n

pk
pk

Um n

F
U U U

U U U

U

∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ∂
= ⋅ + ⋅ +∂Ψ ∂ ∂ ∂Ψ ∂ ∂Ψ

∂Φ ∂Φ ∂ Φ ∂ Φ
+ ⋅ + Φ + Φ +
∂ ∂Ψ ∂Ψ ∂ ∂Ψ ∂

∂ Φ
+Φ

∂Ψ ∂ 

∑

     (54) 
2

2 2

2

2

;

pn pn qn qn

Um Un Un Um Um UnC

pk pk pn qn
pn qn

Un Um Um Un Um Un

pk
pk

Um Un

F ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ∂
= ⋅ + ⋅ +∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ

∂Φ ∂Φ ∂ Φ ∂ Φ
+ ⋅ + Φ + Φ +
∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ

∂ Φ
+Φ

∂Ψ ∂Ψ 

∑

     (55) 
2

2 2

2

2

;

pn pn qn qn

Um Ul Ul Um Um UlC

pk pk pn qn
pn qn

Ul Um Um Ul Um Ul

pk
pk

Um Ul

F ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ∂
= ⋅ + ⋅ +∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ

∂Φ ∂Φ ∂ Φ ∂ Φ
+ ⋅ + Φ + Φ +
∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ

∂ Φ
+Φ

∂Ψ ∂Ψ 

∑

     (56) 
2

2 2

2

2

;

pm pm qm qm

Uk n Uk n Uk nC

pl pl pm qm
pm qm

Uk n Uk n Uk n

pl
pl

Uk n

F
U U U

U U U

U

∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ∂
= ⋅ + ⋅ +∂Ψ ∂ ∂Ψ ∂ ∂Ψ ∂

∂Φ ∂Φ ∂ Φ ∂ Φ
+ ⋅ + Φ + Φ +
∂Ψ ∂ ∂Ψ ∂ ∂Ψ ∂

∂ Φ
+Φ

∂Ψ ∂ 

∑

 

(57)  
2

2 2

2

2

;

pm pm qm qm

Uk Un Uk Un Uk UnC

pl pl pm qm
pm qm

Uk Un Uk Un Uk Un

pl
pl

Uk Un

F ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ∂
= ⋅ + ⋅ +∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ

∂Φ ∂Φ ∂ Φ ∂ Φ
+ ⋅ + Φ + Φ +
∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ

∂ Φ
+Φ

∂Ψ ∂Ψ 

∑

     (58) 
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2

2 2

2

2

.

pm pm qm qm

Uk Ul Uk Ul Uk UlC

pl pl pm qm
pm qm

Uk Ul Uk Ul Uk Ul

pl
pl

Uk Ul

F ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ∂
= ⋅ + ⋅ +∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ

∂Φ ∂Φ ∂ Φ ∂ Φ
+ ⋅ + Φ + Φ +
∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ

∂ Φ
+Φ

∂Ψ ∂Ψ 

∑

      (59) 
Частные производные, входящие в правые 

части выражений (45)–(59), определяются на осно-
вании (16), их целесообразно представить в сле-
дующем виде:  

( )

( ) ( )

( )

1

1

2
, ,

1

, ,
1

,

cos

sin cos

sin ;

C

pm m Бm m m m m m n um un
n

C

m n um un n m m l um ul
l C

m l um ul l

P P g U U g

b U U g

b U

=

= +

 Φ = − + + Ψ − Ψ + 


 + Ψ − Ψ + Ψ − Ψ + 


+ Ψ − Ψ 


∑

∑

      (60) 

( )

( ) ( )

( )

1

1

2
, ,

1

, ,
1

,

sin

cos sin

cos ;

C

qm m Бm m m m m m n um un
n

C

m n um un n m m l um ul
l C

m l um ul l

Q Q b U U g

b U U g

b U

=

= +

 Φ = − + + Ψ − Ψ − 


 − Ψ − Ψ + Ψ − Ψ − 


− Ψ − Ψ 


∑

∑

      (61) 

( )

( ) ( )

( )

1

1

2
, ,

1

, ,
1

,

cos

sin cos

sin ;

C

pk k Бk k k k k k n uk un
n

C

k n uk un n k k l um ul
l C

k l um ul l

P P g U U g

b U U g

b U

=

= +

 Φ = − + + Ψ − Ψ + 


 + Ψ − Ψ + Ψ − Ψ − 

− Ψ − Ψ 


∑

∑

      (62) 

( )

( ) ( )

( )

1

1

2
, ,

1

, ,
1

,

sin

cos sin

cos .

C

qk k Бk k k k k k n uk un
n

C

k n uk un n k k l um ul
l C

k l um ul l

Q Q b U U g

b U U g

b U

=

= +

 Φ = − + + Ψ − Ψ − 


 − Ψ − Ψ + Ψ − Ψ − 

− Ψ − Ψ 


∑

∑

     (63) 
На основании (60)–(63) можно устано-

вить аналитические выражения необходи-
мых частных производных, входящих в (45)–
(59), при этом учитывая равнозначность ин-
дексов m и n, k и l. 

В силу этого, выражения (60), (61) 
можно переписать также в следующем виде:  

( )

( ) ( )

( )

1

1

2
, ,

1,

, ,
1

,

cos

sin cos

sin ;

C

pn n Бn n n n n n m un um
m m n

C

n m un um m n n l un ul
l C

n l un ul l

P P g U U g

b U U g

b U

= ≠

= +

 Φ = − + + Ψ −Ψ + 


 + Ψ −Ψ + Ψ −Ψ + 

+ Ψ −Ψ 


∑

∑

     (64) 

( )

( ) ( )

( )

1

1

2
, ,

1

, ,
1

,

sin

cos sin

cos .

C

qn n Бn n n n n n m un um
m

C

n m un um m n n l un ul
l C

n l un ul l

Q Q b U U g

b U U g

b U

=

= +

  Φ = − + + Ψ −Ψ − +  


 Ψ −Ψ + Ψ −Ψ − 

− Ψ −Ψ 


∑

∑

     (65) 
С другой стороны, выражения (62), 

(63) также можно представить в следующем 
виде: 

( )

( ) ( )

( )

1

1

2
, ,

1

, ,
1

,

cos

sin cos

sin ;

C

pl l Бl l l l l l n ul un
n

C

l n ul un n l l k ul uk
k C

l k ul uk k

P P g U U g

b U U g

b U

=

= +

 Φ = − + + Ψ − Ψ + 


 + Ψ − Ψ + Ψ − Ψ + 

Ψ − Ψ 


∑

∑

     (66) 
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( )

( ) ( )

( )

1

1

2
, ,

1

, ,
1

,

sin

cos sin

cos .

C

ql l Бl l l l l l n Ul Un
n

C

l n Ul Un n l l k Ul Uk
k C

l k Ul Uk k

Q Q b U U g

b U U g

b U

=

= +

 Φ = − + + Ψ − Ψ − 


 − Ψ − Ψ + Ψ − Ψ − 

− Ψ − Ψ 


∑

∑

      (67) 
На основании (64)–(67) можно установить 

аналитические выражения частных производных, 
входящих в выражения (45)–(59). 

Частные производные, входящие в рекур-
рентное выражение (44), определяются приведен-
ными ниже выражениями. 

1. При одинаковых индексах, когда j = i: 

( ), , ,
1

2 ;
M

pi Бi
i i i i j j i j j

i i j C
j i

P R I R I X I
I I = +

≠

 
 ∂Φ ∂ ′ ′ ′′= − + + − ′ ′∂ ∂ 
  

∑   

( ), , ,
1

2 ;
M

pi Бi
i i i i j j i j j

i i j C
j i

P R I R I X I
I I = +

≠

 
 ∂Φ ∂ ′′ ′′ ′= − + + + ′′ ′′∂ ∂ 
  

∑  

( ), , ,
1

2 ;
M

qi Бi
i i i i j j i j j

i i j C
j i

Q X I R I X I
I I = +

≠

 
 ∂Φ ∂ ′ ′′ ′= − − + + ′ ′∂ ∂ 
  

∑  

( ), , ,
1

2 ,
M

qi Бi
i i i i j j i j j

i i j C
j i

Q X I R I X I
I I = +

≠

 
 ∂Φ ∂ ′′ ′ ′′= − − − − ′′ ′′∂ ∂ 
  

∑  

      (68) 
где 

( )0 , 0 , ,
1 1

cos sin ;
C C

Бi
i t i t ut i t ut i

i t t

P U B U B B U
I = =

∂ ′ ′ ′′= − + Ψ − Ψ
′∂ ∑ ∑  

( ), 0 , ,
1 1

sin cos ;
C C

Бi
i t i t ut i t ut i

i t t

P B U B B U
I = =

∂ ′′ ′ ′′= − + Ψ + Ψ
′′∂ ∑ ∑  

( ), 0 , ,
1 1

sin cos ;
C C

Бi
i t i t ut i t ut i

i t t

Q B U B B U
I = =

∂ ′′ ′ ′′= − + Ψ + Ψ
′∂ ∑ ∑  

( )0 , 0 , ,
1 1

cos sin .
C C

Бi
i t i t ut i t ut i

i t t

Q U B U B B U
I = =

∂ ′ ′ ′′= − + − Ψ − Ψ
′′∂ ∑ ∑  

 
 

При разных индексах: 

( ), , ;pi
i j i i j i

j
R I X I

I
∂Φ

′ ′′= − +
′∂

 

( ), , ;pi
i j i i j i

j
R I X I

I
∂Φ

′′ ′= − −
′′∂

 

( ), , ;qi
i j i i j i

j
R I X I

I
∂Φ

′′ ′= − − +
′∂

  

( ), , .qi
i j i i j i

j
R I X I

I
∂Φ

′ ′′= − +
′′∂

   (69) 

Как нетрудно заметить, в (69) функ-
ционируют следующие соотношения: 

 ; .pi qi pi qi

j j j jI I I I
∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ

= = −
′ ′′ ′′ ′∂ ∂ ∂ ∂

  (70) 

 
Заключение 

 
Предложенный новый метод расчета 

установившегося режима электроэнергети-
ческой системы, в котором одновременно 
независимые станционные узлы могут быть 
как типа P-Q, так и типа P-U, отличается вы-
сокой сходимостью и уменьшением числа 
итерации до 3–4.  
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